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La théorie des phénomènes capillaires ne remonte^ 
pas au delà de Newton, de Hauksbée et de Jurin. 

Newton faisait dépendre les variations de niveau 
dans les phénomènes capillaires, d'attractions molé- 
culaires qu'il ne précisa jamais avec netteté. 

Hauksbée attribuait l'ascension de la colonne liquide 
à l'attraction de toute la surface intérieure du tube 
capillaire en contact avec le liquide soulevé, et faisait 
dépendre par là un effet variable d'une cause con- 
stante. 

Jurin regardait la suspension du liquide comme le 
résultat de l'attraction de la partie annulaire du tube 
qui est immédiatement au-dessus de la colonne sou- 
levée. Cette conception était bonne, mais incomplète ; 
le siège de l'action était surtout mal choisi. 

C'est Clairault qui détermina le premier avec exacti- 
tude les forces moléculaires résultantes, dont l'action 
intervient dans la suspension de la colonne liquide. 
Son principal mérite a été d'avoir tenu compte des 
forces moléculaires qui ont leur siège au sommet de la 
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vAuac soulevée, ce qui n'avait pas été fait avant lui. 

y. 

t^jJace, et après lui, Gauss et Poisson, poursuivant 
IkUv Ue Clairault et développant ce que ce dernier 
u avait fait qu'indiquer, déterminèrent par le calcul les 
actions des forces moléculaires qui s'exercent au som- 
met de la colonne et parvinrent à expliquer par ce 
moyen la plupart des phénomènes connus. 

Dans ces travaux les actions moléculaires qui ont 
leur siège d'action à la base de la colonne capillaire 
ne pouvaient être oubliées ; aussi Laplace y revient-il 
dans son supplément à la théorie de l'action capillaire. 

Il semble évident, en effet, que ces deux ordres 
d'actions moléculaires ne peuvent pas être séparés, 
et que c'est à la simultanéité de leur action que l'on 
doit attribuer la presque totalité des phénomènes 
capillaires. 

Envisagés à ce point de vue,, sur lequel il nous a 
semblé que d'ordinaire l'on n'insiste pas assez, les 
deux mémoires de Laplace sur la théorie de l'action 
capillaire insérés en suppléments à la fin du livre X^ 
de la Mécanique céleste, nous ont paru renfermer un 
grand nombre d'analyses, de considérations et de dé- 
monstrations tout à la fois rigoureuses et élémentaires; 
et nous avons cru que ces matériaux disposés dans un 
ordre didactique et présentés avec lucidité et conci- 
sion pouvaient former une théorie des phénomènes 
capillaires parfaitement exacte dans ses principes et 
dans ses déductions, du moins au point de vue pure- 



— IX — 



ment théorique, et accessible à l'enseignement. Voilà 
l'origine de ce petit travail. 

Le mémoire de M. Ed. Desains que l'Académie des 
Sciences de Paris a honoré dernièrement d'une de 
ses récompenses académiques et qui fait partie du 
tome LP de la troisième série des Annales de ehimie 
et de physique, nous a fourni plusieurs beaux déve- 
loppements ; nous avons emprunté aussi à celui que 
M. Joseph Bertrand a publié au tome XIIP du Jour- 
nal de mathématiques pures et appliquées quelques 
théorèmes nouveaux fort remarquables, et nous avons 
pu donner de l'un d'eux une démonstration qui sort 
immédiatement des principes. 

En résumant ainsi les principaux travaux qui ont 
été publiés sur la capillarité, nous avons cherché 
constamment à en simplifier les démonstrations sans 
trop nous écarter toutefois de la marche qiie leurs 
auteurs avaient cru devoir adopter. 

Au reste, nous avons scrupuleusement indiqué dans 
des notes placées au bas des pages, les sources où 
nous avons puisé, afin que le lecteur fût à même de 
pouvoir comparer notre exposé à celui des mémoires 
originaux. Si nos élèves trouvent quelque utilité dans 
ce résumé de nos leçons, nous aurons atteint le but 
modeste que nous nous sommes proposé. 

Namur, 19 mars 1865. 
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Lorsqu'on plonge l'extrémité inférieure d'un tube capillaire 
<lans un liquide, on remarque à l'intérieur du tube, tantôt 
une élévation du liquide au-dessus du niveau extérieur, 
tantôt une dépression. 

Lorsque le tube est mouillé par le liquide, c'est une éléva- 
tion que l'on constate, et, dans ce cas, la colonne est ter- 
minée par une surface concave. 

Lorsque le tube n'est pas de nature à être mouillé par le 
liquide, c'est une dépression que l'on observe, et la colonne 
liquide est alors terminée par une surface convexe. 

Cette variation de niveau dans les tubes de petit diamètre 
constitue le phénomène fondamental de la capillarité. 

Les forces moléculaires qui contribuent efficacement à la 
production du phénomène, peuvent se diviser en deux classes : 
celles qui sollicitent la colonne capillaire à la base et celles 
qui la sollicitent au sommet. 

Les premières produisent l'élévation ou la dépression de 
la colonne ; les secondes donnent au sommet de cette colonne 
sa forme particulière. 

Nous traiterons successivement de ces deux classes de 
forces moléculaires. 
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CHAPITRE PREMIER. 



DES ACTIONS MOLÉCULAIRES A LA BASE DE LA COLONNE 

CAPILLAIRE. 



Principe. Quand un tube capillaire plonge dans un liquide 
par son extrémité inférieure, on peut le supposer prolongé 
jusqu'au niveau du liquide extérieur par un tube capillaire 
fictif recourbé, à parois solidifiées, c'est-à-dire, formées de 
molécules liquides réunies invariablement Tune à l'autre sans 
altération aucune, soit de la densité, soit d'aucune autre 
propriété physique. Cela revient à considérer isolément une 
partie de la masse totale du liquide, savoir, celle qui est 
renfermée dans le tube capillaire ainsi prolongé. Comme cette 
masse partielle doit être en équilibre, tout aussi bien que la 
masse totale, sous l'action des forces qui la sollicitent, il est 
permis de considérer à part cet équilibre et d'en rechercher 
les conditions. On peut dans cette recherche, vu la grande 
épaisseur relative des parois, soit du tube réel, soit du tube 
fictif, négliger le liquide extérieur au tube capillaire en ce 
qui concerne les actions moléculaires qui sollicitent la masse 
liquide intérieure. On suppose, en effet, que ces dernières 
ne s'étendent jamais à des distances sensibles. Pour procé- 
der avec méthode nous considérerons d'abord les actions 
moléculaires qui sollicitent le liquide intérieur au tube réel, 
puis nous parlerons de celles qui sollicitent le liquide inté- 
rieur au tube fictif. 
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ACTIONS MOLÉCUUIRES QUI SOLLICITENT LE LIQUIDE INTÉRIEUR 

AU TUBE RÉEL (1). 

1*^^ Théorème. La résultante des actions moléculaires du 
tube réel sur une molécule liquide qui ne se trouve point 
dans le voisinage d'une de ses extrémités est toujours nor- 
male au tube, ou située dans un plan normal. 

En effet, si on décrit de ce point ou de cette molécule, 
comme centre, la sphère d'attraction sensible, il devient 
évident que la symétrie de figure de la portion solide décou- 
pée par cette sphère dans le tube réel par rapport au plan 
diamétral perpendiculaire à Taxe du tube, entraîne nécessai- 
rement la normalité dont il est ici question. 

Corollaire. Une telle action est impuissante, soit à sou- 
lever, soit à déprimer le liquide. 

2^ Théorème. Une molécule liquide située à une distance 
du périmètre de la base horizontale inférieure du tube réel 
moindre que le rayon de l'attraction sensible, éprouve de 
la part du tube supposé vertical, une action moléculaire 
résultante dont la composante verticale est dirigée de bas 
en haut. 

Soit, en effet. Ma cette distance. Si on 
prend Me égal à Ma et Me' égal au rayon 
de l'attraction sensible, il est évident que la 

« 

portion cd de l'arête du tube réel exercera 
sur la molécule M l'action résultante sus- 
dite. 




(1) Annales de chimie et de physique, 3« série, t. LI, p. 394, et Leçons 
<le physique, par M. P. Desains, t. I, pp. 59! et 592. 
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CAn(njAn^n. La composante verticale de Faetioa molécii- 
laire dont il esit ici qaestioD tend à soulever !e liquide; de 
îu>rt^ qae, si on représente par c la composante Teitieale de 
faction motécnlaire exercée par la portira de ranneaa da 
tobe réel qai correspond à Fonité de longneor da périoièlre p 
sar le lîqoide intérieur au tube, et par F, la somme de toutes 
ces actions soulevantes, on aura 

3^ Théorème. Une molécule liquide située comme précé- 
demment à rintérieur du tube réel à une distance du péri- 
mètre de la base horizontale supérieure du tube fictif, 
moindre que le rayon de Fattraction sensible, éprouve de la 
part du tube fictif une action moléculaire résultante dont la 
composante verticale est dirigée de haut en bas. 

Soient, en effet. Ha cette distance, et 
Me le rayon de l'attraction sensible. II est 
visible que la portion ac de Taréte du tube 
fictif exerce sur la molécule liquide la résul- 
tante moléculaire susdite. 

Corollaire. La composante verticale dont 
il s'agit tend à déprimer le liquide. Par con- 
séquent, si on appelle J la composante verticale de Faction 
moléculaire exercée par la portion de Fanneau liquide du 
tube fictif qui correspond à Funité de longueur du périmètre 
sur le liquide intérieur au tube réel, et par P, la somme de 
toutes ces actions déprimantes, on aura 

4® Théorème. Les actions moléculaires réciproques de deux 
molécules liquides prises où on voudra dans le tube réel ont 
des composantes verticales égales et contraires. 
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C'est une conséquence nécessaire de l'égalité de ractioo 
et de la réaction. 

Corollaire. De telles actions sont impuissantes, soit à 
soulever, soit à déprimer le liquide. 
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ACTIONS HOliÊCULAniES QUI SOLLICITENT LE LIQUIDE INTÉRIEUR 

AU TUBE FICTIF (1). 

1®' Théorème. Une molécule liquide située à Tintérieur du 
tube fictif à une distance du périmètre de la base horizontale 
inférieure du tube réel moindre que le rayon de l'attraction 
sensible, éprouve de la part du tube réel une action molécu- 
laire résultante dont la composante verticale est dirigée de 
bas en haut. 

,-..,,.,,>— -| Soient, en effet. Ma cette distance, et M(? 
^t\ I '^ ^^y^^ de l'attraction sensible, il est visi- 

jr I ble que la portion ac de l'arête du tube réel 

ni exerce sur M l'action moléculaire susdite. 

I î i Corollaire. La composante verticale dont 

Il il s'agit tend à soulever le liquide. De plus, 

^"^ '^'""^'^ les actions moléculaires que le tube exerce 

sur la molécule M et sur sa symétrique UT par rapport jà la 

base horizontale du tube , sont évidemment égales et paraK 

lèles , puisque les relations 

Ma = M'a' et Me =i W 



entraînent l'égalité 



ac = (^d. 



(1) Leçons de physique, par M. P. Desains, 1. 1 p. 59:2. 
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T:iPV)Br:-.ï?-. D-i2.s Le? tcLt-rs oylin^inques li variation da 
.ir'-'^iu '^a,.i.;.i:f-t rst, pi::ir un m»rme solide ot uc m<.^me 
.îiiniii.*. '-n ;"i;.v:s -lirecte du fHérioictro et en raîsoïi inverse 
• il* .'-1.; -, •w, .il s^tiiuioa înttricure «lu tube. 

Rn ''îriif. !;» sr mm-r d^-s composantos verticales qui agissent 
^11 :^ît^ 'il :;;b»: pour Nr-utenir la colonne liquide si elle est 
i.;'i;i!"-^::. ou [.OuF II maintenir déprimée dans le cas con« 
îr;i;:r. -^si dans la première supin^^sîtioiK 



iF — F=p^2i — r\ 



€t, dans la seconde, 

r — 2 F = p (a' — 2 a). 

De sorte qu'en représentant par h la hauteur de la colonne 
soulevée ou déprimée, par s Taire de la section du tube, 
par p la densité du liquide et par a* une constante spécifique 
qui ne dépend que de la nature du tube et de celle du liquide, 
on aura pour la condition nécessaire et suffisante de l'équi- 
libre dans le tube capillaire, 

+ p (2 a — a') = shpg 

ou 

-^ pg 8 — s 

Corollaire 1°' (1). Entre tous les tubes prismatiques de 
même base intérieure le tube cylindrique à base de cercle 
est celui dans lequel la hauteur h est minimum; car, de toutes 
les figures planes de même aire, c'est le cercle qui a le plus 
petit périmètre. 

Corollaire 2®. Entre tous les tubes prismatiques de même 
périmètre intérieur le tube cylindrique à base de cercle est 
encore celui dans lequel la hauteur h est minimum; car, de 
toutes les figures planes isopérimètres, c'est le cercle qui 
a l'aire la plus grande. 

Corollaire 3^. Dans les tubes prismatiques dont les bases 
intérieures sont des polygones semblables les hauteurs h sont 
en raison inverse des côtés homologues ; car, si d'un côté les 
périmètres sont proportionnels aux côtés homologues, de 
l'autre, les aires sont proportionnelles aux carrés des mêmes 
côtés. 

(1) Laplage, Mécanique céleste, 2< supplément au livre X», pp. 21, 2ïî, 
26, 31 et 52. 
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^ÂmMJiMik$, i\ la tanu^ur A est la même pow des U*es 
K<«iî*Ciipi^ éUftA U:% baA^ sont des polygones ârcomsai^ 
* m M^t»^ rjritSt,^ t\ ces baoteurs sont en raisoa inwrs^ 
^^ fa7^firi 4a^ eercte* inscrits lorsque les bises înlénemrc^ 
*^^*C <>?* p^/ly;ronei( circonsirriLs à des cercles différeols- 

^>MkiwxAiiei^ Sr, Lorsqu'on plonge un tul>e capillaire par soir 
fc%Uht%%\f:, inférieure dans un vase contenant un nombre qad- 
^/oque de liquides différents superposés en couches fioriion- 
ti>k*, la différence des poids des liquides que le tube peut 
wirtenir ave^r et sans raction capillaire, est absolument indé- 
pendante de la nature des liquides supérieurs à celui dans 
lequel ej^t pU)Uç;ée Textrémité inférieure du tube ;1). 

Ile là, si on plonge deux tubes capillaires identiques dans 
an mérne liquide et à une même profondeur, et qu'on intro- 
âiàinéi à la partie supérieure de l'un d'eux un liquide différent 
du premier, les poids des liquides renfermés dans les deux 
tob^;s seront égaux après comme avant. 

(^iftOfXAiBE 6", Lorsqu'on plonge entièrement un tube 
capillaire dans un vase qui contient deux liquides superpo- 
sés, de manière que l'extrémité inférieure plonge dans le 
f^tCÀyuA liquide et l'extrémité supérieure dans le premier, la 
différence? des poids du volume du liquide inférieur élevé 
dans le tube au-dessus du niveau extérieur de ce même 
liquide dans le vase et d'un égal volume du liquide supérieur, 
est égale à la différence des poids des volumes liquides qui 
seraient soulevés dans le tube par l'action capillaire au-dessus 
du niveau extérieur si on le plongeait successivement par 
l'extrémité inférieure dans le liquide inférieur et dans le 
liquide supérieur. 



(i) M Bertrand a démontré directement cette proposition. Voir, à cet 
effet, le Journal de mathématiques pures et appliquées, t. XIU, p. 206. 
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CoROLuiRE 7^ Lorsque le tube capillaire qui plonge par 
son extrémité inférieure dans un liquide indéfini est incliné 
à rhorizon, le produit du volume du liquide soulevé par le 
sinus de Tinclinaison est une quantité constante. 

En effet, les forces soulevantes dont l'action est nécessai- 
rement parallèle à Taxe du tube n'ont plus à détruire, dans 
ce cas, que le poids dé la colonne soulevée estimé dans la 
même direction. 

ScHOLiE. La formule générale 

/» = +(!«? 
— 8 

suppose le tube capillaire assez étroit pour qu'on puisse 
négliger le poids du ménisque supérieur et regarder la 
colonne soulevée ou déprimée comme très-sensiblement 
cylindrique ou prismatique. 

Après avoir établi la loi générale de l'ascension et delà 
dépression des liquides dans les tubes capillaires cylin- 
driques, il ne sera pas sans intérêt de descendre à quelques 
conclusions plus particulières. C'est ce que nous allons faire 
dans les articles suivants. 



IV 

TUBES CYLINDRIQUES PROPREMENT DITS. 

1®' Théorème. Dans un tube cylindrique à base de cercle, 
et pour un même liquide, l'élévation et la dépression sont 
en raison inverse du rayon du tube. 

En effet, pour un tube cylindrique à base de cercle de 
rayon r, la formule générale devient. 
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Cette loi est connue sous le nom de loi de Jurin. 

Il est toutefois essentiel de remarquer que cette loi n'est 
vérifiée par l'expérience que pour des tubes dont le diamètre 
est inférieur à 0°*",5. 

Pour des diamètres supérieurs l'influence du ménisque ne 
peut plus être négligée, et elle augmente avec les dimen- 
sions du tube. 

ScHOLiE. Des mesures faites par Haiiy ont montré qu'on 
peut regarder le ménisque comme sensiblement hémisphé- 
rique pour des diamètres compris entre O^'^jS et 3""*,00. 

Alors, h étant la distance du niveau du liquide extérieur 
au point du ménisque où le plan tangent est horizontal, on a 

ou 

, + : = + ?£!. 

3 — r 

Ainsi, quand on tient compte du ménisque hémisphérique, 
ce sont les hauteurs h accrues du tiers du rayon du tube qui 
doivent être réciproquement proportionnelles au rayon. 

Cette loi a été vérifiée par Gay-Lussac et M. Ed. Desains. 

2® Théorème (1). Lorsque la section du tube capillaire est 
une ellipse d'assez petites dimensions pour qu'on puisse 
négliger le ménisque, 2a' étant le grand axe de l'ellipse, 
2f le petit axe et S la somme de la série 

- - (w* - i (o")' - ï (m-y - 

la formule fondamentale donne, 

, , 2 TT fl'. s I ^ , S 
* = + û TTT = + 2 fl« -r^ 

(1) Annales de chimie et dé physique, 5* série, t. LI, p. 412. 
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Corollaire. Dans un tube cylindrique dont la base circu- 
laire est équivalente à celle du tube elliptique, la variation 
de niveau est déternrinée par Téquation 

S étant donnée par l'équation 

* ~ V ^; -^ / 2.4.4' 2.5.4.4.4' ' 



ce qui montre que la variation du niveau est plus considé- 
rable dans le tube capillaire elliptique que dans le tube cir- 
culaire. Ce résultat est conforme à un théorème général dfc 
l'article qui précède. 



TUBES PRISMATIQUES. 

1®' Théorème. Lorsque la section du tube capillaire est un 
rectangle dont les côtés sont B et D, on a 

La hauteur du liquide soulevé ou déprimé est proportion- 
nelle, dans ce cas, à la somme des réciproques des côtés du 
rectangle. 

Corollaire. Si le rectangle est un carré de côté D, on a 

'^ = ±"0". 

2® Théorème. Si on suppose B infini, le rectangle devient 
Tensemble de deux lames parallèles indéfinies, et on a, 

— D , 



^..^^,,0^i99^ vf^.'mrf: int 







lU ^?^;sci4iii ife lireaa .snm -îeix: jams jsrifSiK^ eai 
'Mk ^ Miiftlé i^ tsile ml imw Jeu ssol ^xams an. tnfift 
'^iMltrt/nie ^ iiasi^ le •%S!Îe ianc j& liamiSR cessât i^al à 
/•âe^iiteaient tes jsmes. soîi: ians hl nâe grsinatîiqiig 

.ViwuE. ât 'Ui ^anïsât %siir (lomoie *cms le a& des ^aauss 

fnie liuifoeor Z prise ior les îsmes 



Cette foromie a âé wrîiêè par Gsf-LBSSK (1). 
3^ TsÉuttxE. Dans e& dnfCf £Àfrir très-«»fs Ibnné par 
(fltesx Isoues ?erti£2tes h svrâce scpôinre Ai &(io»fe sq«- 
fefé piread me fonne btperiMBqw. 

S«ail, O k trace de rar€le 
T«tkale de r»^ dièdre s«r 
^ le plan borizoftUi da niireaii 
* ^* exiafev dn liquide» 
OA et 06 edks des faces, 
OC eelle da plan bissecteur. 




(i}AmaaitMmeaie f k wtî 9 ^M ^sin^^^f-^ 
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Soient , de plus , 2? Tangle dièdre des deux lames , 
X la distance Oj?, et y la hauteur de la tranche liquide qui 
se projette en àb. Vu Textrême petitesse de l'angle dièdre, 
la tranche qui se projette en àb doit s'élever très-sensible- 
ment à la même hauteur que si elle se trouvait comprise 
entre deux lames parallèles indéfinies distantes l'une de 
l'autre d'une quantité égale à aè. Or 





ab ^tg^.x; 


on aura dope 


• 






ou 






^99 



Cette équation représente une hyperbole équilatère ayant 
pour asymptotes l'arête verticale de l'angle dièdre et la bis- 
sectrice à la base de l'angle plan correspondant. 



VI 

TUBES CONCENTRIQUES (1). 

Théorème. L'ascension et la dépression capillaires ont la 
même valeur dans le cas de deux tubes prismatiques concen- 
triques de même nature , que dans le cas d'un tube cylin- 
drique à base de cercle de même substance et d'un rayon 
égal à l'intervalle constant des deux prismes. 

En effet, entre deux tubes prismatiques de même nature 



(1) Laplace, Mécanique céleste, 2* supplément au livre X«, pp. 32, 33 
«t3^. 
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nMtit pbit;^^, réqaailioo focMikiDrEiUk «fe rut^ensioa ei dr: La 
d^r^f^îon oipilbir^ 4r>i]ifi^, ^a repré$<i»u&t par T k voloio^ 
hq^iit «/>0ki^ 00 d^prios^, H ptf ^ et / lr$ pimii>Hre> en 
eonUct ar^ kr liqaid^. 

Mais d*qn autrui; c4lié, on a« D ^taot la dbsUoci commaDt* 
d^ c4t^ humbhbïtfi, 

z 

on a donc 

1*^ ComiLLAifiE. Ijfjrsque les deux tubes prismatiques sont 
de nature différente, on a, 

et, par confisquent, 

2** OtmuMHE. QiVdui au volume soulevé ou déprimé autour 
d*un prisme plein, il est donné par la formule 

V = f fl«p 

qui exprime en même temps Taugmentation ou la diminution 
de poids que le prisme éprouve par le fait de l'action capil- 
laire. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 



DES ACTIONS MOLÉCULAIRES AU SOMMET DE LA COLONNE 

CAPILLAIRE . 



L'effet des forces moléculaires qui ont leur siège à la base 
(le la colonne capillaire est de soulever ou de déprimer la 
première couche liquide en contact avec les parois du tube 
et dont l'épaisseur ne peut dépasser le rayon de l'attraction 
sensible de la matière du tube; celle-ci en déplace une 
seconde; cette dernière une troisième, et ainsi de suite. 
Quant au poids du liquide soulevé ou déprimé, il doit être 
égal à l'intensité des forces qui ont produit le déplace- 
ment (1). Mais la considération des forces moléculaires qui 
agissent à la base de la colonne capillaire ne nous apprend 
rien sur la forme précise que doit prendre la surface capil- 
laire au sommet de la colonne. Car il est évident que cette 
surface peut prendre une infinité de formes différentes et le 
poids de la colonne rester le même. Tout ce que nous entre- 
voyons, c'est que cette surface doit être concave quand il y 
a ascension et convexe quand il y a dépression. L'équation, 
et partant la nature de la surface capillaire, est un point de 
la théorie qu'il nous faut traiter maintenant. Nous commen- 
cerons par quelques considérations générales. 



(I) Laplace, Mécanique céleste, 2« supplément au livre X«, p. 13. 
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I 



PRESSION MOLi^CULAIUE DANS LES LIQUIDES. 

Los liquides exercent sur une file quelconque de molécules 
normale h leur surface des actions moléculaires que nous 
allons déterminer tout d'abord, en ayant soin de distinguer 
les différents cas qui peuvent se présenter. 

ff M h 1^ LiQl IDES TERMINÉS PAR UNE SURFACE 

PLANE. Soient, AB la surface plane du 




liquide, 

mn la file de molécules dont il s*agit, 
^ ^^ — B-a/;, a'//... les sphères successives dé- 
crites des divers points m, m', m". ... de 
la file 7W/Î, comme centres, avec le rayon 
de l'attraction sensible du liquide. 

fia résultante moléculaire de toutes 
les actions que les divers points de 
la demi-spbère ab exercent sur le 
point 7n est dirigée suivant la nor- 
male mn et sollicite de l'extérieur du 
ll(|ulde a l'intérieur. 
La réHullaiile moléculaire du point 7n' se réduit évidemment 
h rarllon du «e^mont cdc : elle est dirigée suivant la file 
normale m'n, et elle, a^it dans le même sens que précédem- 
rnenf, main avec une intensité moindre. 

Au point m" et eiî tous les autres points de la file normale 
la réMNilanle moléculaire est nulle. 

Les résultante» moléculaires des divers points du segment 
inm" d(î la flio normale transmettent leur action, en tous 
sens, h toutes les molécules inférieures et donnent ainsi 
naissance à la pressimi moléculaire, qui n'est autre chose en 
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Chaque poîDt que la somme de toutes ces pressions partielles. 
Cette pression crott d'un point à l'autre tout le long du seg- 
ment mm', et c'est au point m" qu'elle atteint sa valeur 
maximum. À partir de ce point elle est constante et égale à 
la valeur maximum trouvée. Nous représenterons par A ta 
pression moléculaire constante qui correspond à l'unité de 
surface. 

Liquides terminés par des surfaces concaves. Il peut arri- 
ver par l'effet de causes que nous étudierons plus tard qu'un 
liquide soit terminé par une surface concave 
, telle que AmB. La pression moléculaire 
) constante sur la file normale mn est évidem- 
ment égale alors à celle qui aurait lieu si 
le liquide était terminé au point m par la 
surface plane CD, diminuée de l'action 
soulevante que le ménisque ABCD exerce sur 



a pression moléculaire constante qui corres- 
pond à l'unité de surface sera égale k une expression de la 
forme A — M. 

LiaoïDES TERMINÉS PAR DES SUBFACES CONVEXES. II peut arri- 
ver par le jeu des mêmes causes qu'un liquide soit terminé 
par une surface convexe telle que AmB. 
„ Dans ce cas , la pression moléculaire con- 
stante de la file mn, diminuée de l'action 
j soulevante que le ménisque ABCD est capa- 
ble d'exercer sur cette file, doit être égale 
à la pression moléculaire constante qui au- 
raitlieu si le liquideétait terminé au point m, 
par la surface plane CD. La pression molé- 
culaire constante qui correspond à l'unité de surface , est 
égale alors à une expression de la forme A + U. 
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Il n'est pas difficile de se convaincre que Taclion du mé- 
nisque ABCD sur la file normale mn est bien réellement une 
action soulevante ; car, l'action moléculaire que deux molé- 
cules quelconques k appartenant au ménisque et symétriques 
par rapport à la file mn exercent sur cette file, se réduit 
nécessairement à l'action que ces deux points exercent sur 
le segment rs, ce segment étant déterminé de la manière sui- 
vante : l'extrémité s est à une distance des points k égale au 
rayon de l'attraction sensible et le point r satisfait aux égalités 

kr = km, et pr =z pm. 

Or, l'action que les points k exercent sur le segment rsy 
est évidemment une action soulevante. 

L'action que le ménisque ABCD peut exercer sur la file 
normale mn est d'ailleurs égale à celle que le ménisque 
symétrique A'B'CD exercerait sur la même file. L'action, en 
effet, que les deux points W symétriques des points k par 
rapport au plan horizontal CD exercent sur la file de molé- 
cules dont il s'agit, ne s'étend pas au delà du segment 
m^ déterminé à partir du point m par les lignes K^ menées 
parallèlement aux lignes ks. Or, on a éndemment 

ms' = rs; 

les actions résultantes des points k eik! sur la file normale 
sont donc identiques. 



II 

EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA PARTIE DE LA PRESSION MOLÉCULAIRE 
CONSTANTE QUI DÉPEND DE LA COURBURE DE LA SURFACE (1). 

Ce qui diversifie les pressions moléculaires constantes d'un 



^-*- 



(1) Annales de chimie et de physique, 3« série, t. LI, pp. 383 et suiv. 



A 
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même liquide terminé par des surfaces courbes de figures 
différentes, nous venons de le voir, c'est la partie de cette 
pression que nous avons représentée par M; il est donc 
nécessaire d'en rechercher Texpression analytique. 

Soient, m un point de la surface du 

liquide, mn la normale intérieure, ou^ 

mieux encore, le petit filet cylindrique 

droit dirigé suivant la normale comme 

axe; 

soient de plus, 

a la base de ce filet cylindrique, 

q un de ses éléments ; 

y la distance de l'élément q au point m. 
Soient encore, CD le plan tangent à la surface au point m, 
ou plutôt l'intersection du plan tangent avec un plan sécant 
passant par la normale, AmB la section faite dans la surface 
par ce plan sécant, et r le rayon de courbure de cette section. 
Menons par la normale mn un second plan sécant infini- 
ment voisin du premier et partageons le double coin liquide 
ainsi formé en étéments d'épaisseur infiniment petite, par 
des surfaces cylindriques concentriques ayant toutes la 
normale mn pour axe. 

Soient, s un de ces éléments, l sa hauteur, 
X dix + dx les rayons des surfaces cylindriques qui le ter- 
minent, de l'angle des plans. 

L'action moléculaire ne s'étendant qu'à des distances 
insensibles, on peut dans la question qui nous occupe regar- 
der la courbe AmB comme se confondant très-sensiblement 
dans le voisinage du point m avec son cercle de courbure en 
ce point. 
Cela posé, il est clair que le volume de l'élément s est égal à 
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On a de plus 

.!« = (2r — /) l 

et, par conséquent. 



/ = 



x^ 



ou, très-sensiblement, 



X* 



ce qui donne à l'expression du volume de l'élément 5, la forme 

x^ d8 dx 

Le volume de l'élément q est wdy. 

L'action mutuelle de ces deux éléments est donc 



p* iù x"^ d^dx dy 



* (l/^* + V^) 



p étant la densité du liquide, et, 

♦ [\/^x'^+y^)^ l'expression de l'action moléculaire en fonction 

de la distance. 

Il est vrai que cela, suppose la masse de l'élément s con- 
densée tout entière à sa base ; mais cette supposition est 
très-sensiblement exacte, puisque l est du même ordre de 
grandeur que x^ ; et [/^âqr^, devant lequel on néglige /, 

du même ordre que x. 
Quant à la composante normale à la surface, elle est égale à 

p*to x^y d9 dx dy 



o x^y ao mv uy i ^\ 



En joignant à cette composante normale, celle de l'élément 
symétrique de s par rapport à la normale mn^ et en faisant 
la somme des composantes normales des actions moléculaires 
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de tous les éléments s sur chacun des éléments g, on aura, 
en remarquant que la fonction * devient nulle pour toute 
valeur de [/ x* + y^ supérieure au rayon de l'attraction 
moléculaire, 



p*(i) 



Ajoutant enfin à cette action moléculaire totale celle du 
double coin dont les faces sont respectivement perpendicu- 
laires à celles du premier, et en représentant par r' le nou- 
veau rayon de courbure et par H l'intégrale définie com- 
mune, on a 

Pour évaluer M, il reste à intégrer cette dernière expres- 
sion par rapport à entre et ^. Or on sait par la théorie 

1 1 

des surfaces que la somme — h 3 ne varie pas avec 0, mais 

1 1 
qu'elle est constamment égale à ^ + ^, R et R' étant les 

rayons de courbure principaux de la surface au point m. 
On aura donc 

Remarque. Au lieu de supposer avec Laplace l'incompres- 
sibilité du liquide, on pourrait admettre avec Poisson une 
variation rapide de densité dans le voisinage de la surface 
par le fait de la pression moléculaire. Le facteur p* serait 
alors remplacé dans l'expression de la composante normale 
de l'action moléculaire de l'élément s sur l'élément g, par le 
facteur ///, // étant la densité de l'élément 5 et /Z' celle de 



2-> 

rélémeut g. Si on admet dans ce cas que // ne change point 
autour du point m dans toute la portion active du ménisque, 
on obtient pour l'action moléculaire totale au point m 

(H) étant une intégrale définie différente de H. 

Pour que le coefficient de i ^ + ^1 dans cette dernière 

expression , qui est évidemment plus générale que la pre- 
mière, ne varie pas avec le point m, il faut que // reste con- 
stant aux divers points de la surface et que /s" y varie partout 
de la même manière le long de la normale. 



III 

ÉQUATION DE LÀ SURFACE CAP^LAmE AU SOMMET DE LA COLONNE. 

Ce que nous venons de dire montre très-clairement com- 
ment les choses se passent dans l'équilibre de la colonne 
capillaire. 

En effet, la colonne soulevée, par exemple, peut se décom- 
poser en cylindres élémentaires de section infinitésimale « et 
de hauteur «, et il est évident que la condition nécessaire et 
suffisante de l'équilibre de la colonne totale, c'est que le 
poids gpztù de chaque cylindre élémentaire soit comme sou- 
tenu par l'action soulevante M« du ménisque correspondant; 
car les ménisques successifs s'étendant par voie de continuité 
jusqu'à la couche cylindrique soulevée par les forces molé- 
culaires qui agissent au bas de la colonne capillaire, peuvent 
être considérés comme soutenus par elle. Il est aussi évident 
d'autre part que ces conditions déterminent la forme de la 
surface capillaire. 
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Mais avant d'exprimer analytiquement ces conditions, il 
est bon de remarquer que tout point de la surface capillaire 
dont la distance à la paroi du tube est moindre que le rayon 
de l'attraction moléculaire de la matière du tube, est soumis 
à une double action moléculaire : celle du tube et celle du 
liquide ; tandis que les points dont la distance à la paroi est 
une distance sensible, ne sont soumis qu'à la simple action 
moléculaire du liquide. La détermination de la forme de deux 
portions aussi distinctes de la surface capillaire constitue 
donc une double recherche. Nous allons parler successive- 
ment de Tune et de l'autre. 

Forme de la surface capillaire a des distances insensibles 
DE LA paroi. L'attraction moléculaire est nulle, comme on sait, 
à toute distance sensible. Sans rien ôter à la généralité de la 

question qui nous occupe , nous 
pouvons donc considérer une lame 
indéfinie DE d'un solide quelconque, 
plongée dans un liquide dont nous 
représenterons la surface horizon- 
tale par BAC. 

Le point A de la surface primitive, contigu à la lame, est 
soumis à l'action de trois forces moléculaires : deux forces Q, 
résultantes moléculaires des portions DAC et EAC du solide, 
égales, rectangulaires et faisant chacune avec l'horizontale 

de part et d'autre de cette droite, un angle égal à j; et une 

force P, bissectrice de l'angle droit BAE et résultante molé- 
culaire du liquide. 

La direction de la résultante de ces trois forces et de celle 
qui provient de l'action de la pesanteur doit être normale au 
plan tangent à la surface capillaire au point A, dont elle déter- 
mine, par cela même, la direction en ce point. 

Or, la résultante dont il s'agit peut être dirigée à l'intérieur 




du solide, à l'intérieur du liquide ou suivant la verticale. 
Elle est dirigée à l'inlérieup du solide, lorsque la composante 
horizontale totale (2 Q — P) cos ^ est positive; à l'inté- 
rieur du liquide, lorsque cette composante est négative; et 
enfin, suivant la verticale, lorsqu'elle est nulle. 

Dans le premier cas, la surface du liquide est concave 
dans le voisinage de la paroi ; dans le second, elle est con- 
vexe, et dans le troisième, elle est plane et horizontale. 

On a donc définitivement pour la forme de la surface 
capillaire dans la partie qui est immédiatement en contact 
avec la paroi : 

forme concave, lorsque 2 Q — P > 

forme plane, » 2 Q — P = 

fonne convexe, » 2 Q — P < 0. 

Une étude complète de la surface capillaire dans la limite 

du rayon d'activité moléculaire étant inutile pour le but que 

nous nous proposons, nous ne pousserons pas plus loin cet 

examen. 

FOHME DE LA SURFACE CAPILUIRE A DES DISTANCES SENSIBLES 

DES PAROIS. Quand après quelques petites oscillations, la 
colonne soulevée ou déprimée dont la forme dans le voisi- 
nage des parois est déterminée, ainsi qu'il vient d'être dit, 
par les intensités et les directions relatives des résul- 
tantes moléculaires du tube et du liquide en chaque point, 
sera parvenue à 
sa forme défini- 
tive, dans toute 
son étendue, il 
y aura évidem- 
ment, équilibre 
partiel dans tous 
les filets tels 
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que mna. On aura donc, en négligeant de considérer les 
portions de ces filets dont les poids se font nécessairement 
équilibre, 

ou 

gpz = M, 

z étant la distance du point m au plan de la surface horizon- 
tale du liquide extérieur. 

Cette équation montre que la différence des pressions 
moléculaires aux deux sommets a et m de la colonne est 
contre-balancée dans tous les filets liquides par le poids de 
la partie soulevée ou déprimée. On aura donc, en chaque 
point m de la surface capillaire, 






ou 



A;* /l , 1\ 



R et R' étant les rayons de courbure principaux de la surface 
au point m, et y un facteur constant qui ne varie pas avec 

le point m. Dans la théorie dcLaplace, k^ est égal à y H. 

Dans rhypothèse de Poisson, ce coefficient est encore con- 
stant lorsqu'on admet que la variation de densité dans le 
voisinage de la surface capillaire est nulle parallèlement à la 
surface, et qu'elle a lieu en chaque point de la môme manière 
dans le sens de la normale : sa valeur est alors égale à 

L'équation qui précède est l'équation de la surface capil- 
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en vertu du théorème de Meunier sur les rayons de courbure 
des sections obliques. 
L'équation de la surface capillaire devient donc 

__ fcs du* ^ udu\ ^ du^/ 



IV 



EXPRESSION ANALYTIQUE DU VOLUME DU LIQUIDE SOULEVÉ OU DÉPRIMÉ 

DANS UN TUBE CYLINDRIQUE. 

Un des résultats les plus remarquables de la théorie ma- 
thématique de la capillarité, est sans contredit Texpression 
analytique du volume liquide soulevé ou déprimé par l'action 
capillaire dans un tube cylindrique. 

Le volume du liquide compris entre deux surfaces cylin- 
driques à base de cercle et concentriques de rayons u çXu+du 
est évidemment égal à 2 r. w ;s du ; le volume soulevé total V 
est donc exprimé dans les tubes cylindriques de révolution 
par l'intégrale définie 



i 



r 

^Tzuzdu 



en représentant par r, soit le rayon du tube diminué du rayon 
de l'attraction sensible de la matière dont il est composé, 
soit, ce qui revient au même dans la pratique, le rayon même 
du tube (1). 

(1) Annales de chimie et de physique, 5« série, t. LI, pp. 392 et 393. 
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(/' Ki 



d^i , dz 



d*i dz l rfs* 



'/•/, 



((z 

V -- i> A» 



^/'^ Hi ji|iprlaiil ri raii^ln variable formé par la taD^sBOf: i b 
éffUiUr int^ridiiMiiM^ t'I par la K(!nératrice conresponàiafif et 



V ^-r H A* 



I (/. u eus 9. 



h' voliiiiM^ Hoiiliwti OU (l(^prinu< est donc donné par 

V = 7c A* r cos w 

/y éUiiUi Yuniilii de raccordement, c'est-à-dire, l'angle aiga 
fffrm^- datiH un plan méridien (iuelcon((ae, par la génératrice 
ê:fm'i*^um\mU^ de la paroi du tube cylindrique à base de 
ixirUt «*t par la tangente à la courbe méridienne, non pas pré- 
ciaémmi au point où cette dernière rencontre la paroi, mais 
au point, irfcs-voisin d'ailleurs de celui-ci, dont la distance à 
la paroi est égale au rayon de l'attraction sensible du tube. 
Il i*M évident que dans la pratique on peut omettre cette 
4ii»Uucilon. 

Le théorème qui précède est tout à fait général; il a encore 
lieu, ainsi que Laplace l'a fait voir (1), dans le cas d'un tube 

(1) Laplace, Mécanique céleste, ^^ supplément au livre X«, p. 10. 
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cylindrique dont la section est quelconque. Voici la démon- 
stration de ce théorème général, telle; à peu près, que 
M. Bertrand Ta donnée dans son Mémoire sur la théorie des 
phénomènes capillaires (1). 

L'équation de la surface capillaire rapportée au niveau 
horizontal du liquide extérieur comme plan des xy, est 






En multipliant par dxdy, et en intégrant dans toute 
rétendue de la section du tube, on a 



= ¥jj (i + w)^^^- 



Si on construit maintenant une surface parallèle à la sur- 
face capillaire en portant sur chaque normale, à partir de la 
surface, un segment constant et infiniment petit e, et qu'on 
divise ces deux surfaces, tant la surface capillaire que la 
surface parallèle, en rectangles infiniment petits corres- 
pondants 

du = ds dt! 
d\j = d(j do* 

par le moyen de leurs lignes de courbure, on aura 

du __ ds d^ _ R R^ 
du ~" d<j do' "" R — e R' — e 

et, aussi, 

du du du — du 



RR' ■" (R — e) (R' — e) "~ (R + R') e 

en négligeant Tinfiniment petit du second ordre e ' ; d'où l'on 
tire, tant pour les rectangles infiniment petits dont il est 

(1) Journal de mathématiques pures et appliquées, t. XIII, p. 199. 



^vwr^OAnf Ukii» , maûi iiiieiftrniiiniËS. sanisenis lor les 



Wît >f *<iH^ ftcfmaiiitn«t par Li fora* —, « »çk 

ftvf^^M ^i^tiwtttiïf*^ .%«ra égal*?, p->Œr tfej ââKats concs- 






H hè 4ift^e»e^ 4e tears composantes veiticaks, à 



-'"(i + D- 



l/int^^le 



jj(i+i) 



4;ctff 



ei(t donc égale à la différence des résultantes verticales des 
foreci» Y ^^'""^ P^ ^^ ^^^ forces -^ de Fautre. 



Or, la résultante verticale des forces — est donnée par le 

€ 

produit de la force normale constante - qui correspond à 



— 31 — 

Tunité de surface, et de la projection horizontale de la sur- 
face capillaire ; de la même manière celle des forces ~, par 

le produit de la pression normale constante j et de la pro- 
jection horizontale de la surface parallèle. La différence de 
ces deux résultantes est donc égale au produit de - et de la 

projection horizontale de la surface formée par les segments 
normaux e qui correspondent aux divers points du contour p 
de la section du tube. 
On a, par conséquent 

V = -^ p COS co, 

pour un tube cylindrique quelconque (1). 



ANGLE DE RACCORDEMENT DANS LES TUBES CYLINDRIQUES 

A BASE DE CERCLE. 

1^' Théorème. Le poids du liquide soulevé ou déprimé 
devant être égal à la force soulevante ou déprimante, on a 

+ 2 irr (2 a — a') = &*tc r ^ p COS w 

ou , puisque Ton a fait 11izJ!l — a« 

cos (0 = + -j^i- ; 



(1) Gauss, Poisson et M. Bertrand ont démontré que rinclinaison de la 
normale à la surface capillaire sur le plan horizontal est constante tout le 
long du contour p. 
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Fangle de raccordement est donc indépendant du rayon du 
tube et absolument le même dans tous les tubes cylindriques 
à base de cercle, quand il s'agit d'une même matière de tube 
et d'un même liquide. 

2« Théorème. Lorsque l'action moléculaire du tube sur le 
liquide est égale à celle du liquide sur lui-même, on a, 
d'une part, 



< 



et de l'autre, 



tù =z 0, 



En effet, si l'angle de raccordement n'était pas nul. Faction 
de la partie du tube comprise entre l'arête verticale et la 
tangente à la courbe méridienne capillaire au point où cette 
dernière rencontre la paroi, donnerait naissance à une résul- 
tante dont la composante suivant la tangente devrait être 
égale et contraire à celle de la résultante de la partie du 
liquide renfermé entre la courbe et cette même tangente. 
Une telle égalité est impossible, attendu que le pre- 
mier angle est un angle fini, et le second un angle nul au 
sommet. 

Corollaire. On a donc, dans cette supposition. 



P9 



et, par conséquent. 



2" r J/> 



«' = -i- p ^ 



ou, en remplaçant k^ par sa valeur trouvée plus haut, 



Of = TC p« -^. 
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On a aussi, dans le cas d'un angle de raccordement quel- 
conque 

a« p (/ = 2 a — a' = ~ p ^ COS (i> = a' COS (0 



€t, par suite, 



, 1 4- cos w , _ w 

= ol' — ^"2 = a' COS« g. 



Ces résultats sont très-importants dans la théorie capil- 
laire, puisqu'ils permettent d'assigner le rapport de a k cl 
quand on connaît l'angle w, et qu'ils établissent une relation 
entre «^ et H ; ils ont été démontrés directement par 
Laplace (1). 



VI 

EXPRESSIONS PLUS EXACTES DES LOIS DE LA VARIATION DU NIVEAU 
CAPILLAIRE DANS LES TUBES CYLINDRIQUES A BASE DE CERCLE. 

Dans les tubes cylindriques de petit diamètre, alors que la 
surface capillaire coïncide sensiblement avec un segment 
sphérique, ces segments sont semblables pour des tubes de 
même nature et pour un même liquide, et leurs rayons sont 
en raison directe des rayons des tubes. 

|y On a, en effet, dans ces circonstances, outre 

jJ^jN la constance de l'angle AOB 



R = R' 



et 



K 



AB 

^=COSco, 



(1) Mécanique céleste, !•' supplément au livre X% pp. 47 et 48; 2« sup- 
plément, pp. 17 et 18. 
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et, par conséquent, 

r 

R = 



COSa>* 



L'équation de la surface capillaire donne dans ce cas ea 
chaque point 

* = -jf = 7- cos«» 

ce qui est la loi de Jurin. 

Mais on voit, par ce résultat, que regarder la surface 
capillaire comme un segment de sphère, équivaut à négliger 
la flèche du ménisque devant la hauteur h. 

Lorsque le diamètre des tubes capillaires est trop grand 
pour qu'on puisse ainsi négliger la hauteur du ménisque et 
regarder la surface capillaire comme un segment de sphère,. 
on peut la considérer comme coïncidant très-sensiblement 
avec un segment d'ellipsoïde de révolution autour de Taxe du 
tube et dont le grand axe serait horizontal (1). 

En prenant alors pour origine des coordonnées le point où 
l'axe du tube rencontre la surface capillaire; pour axe des 
ordonnées y, l'axe du tube lui-même, et pour axe des 
abscisses u^ l'horizontale, on a pour l'équation de l'ellipse 
méridienne, W étant le petit axe de l'ellipse et 2af le 
grand axe, 

(y - y)* , if!__. 

et, par suite, pour la partie inférieure de l'ellipse dans le cas 
d'une colonne soulevée, et pour la partie supérieure dans le 
cas contraire, m représentant le rapport du petit axe au 
grand axe 

(1) Annales de chimie et de physique, 3<: série, t. LI, pp. 399 et suiv. 
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L'ellipse méridienne doit faire avec la verticale, en un 
point dont Tabscisse est sensiblement égale au rayon du 
tube, un angle aigu égal à l'angle de raccordement «; de 
plus, son rayon de courbure b à l'origine, doit satisfaire 
il la relation 

Ji étant la variation de niveau du point où le ménisque ren- 
contre l'axe du tube. 

Ces deux conditions permettent de déterminer è' et m. 

En effet, la cotangente variable de l'angle que la tangente 
à la courbure méridienne fait avec l'arête du tube, étant 
•déterminée par l'équation 

dy fti^u 

on a pour première équation de condition 



COt. (0 = 



V&'« — m^r^ 



L'expression générale du rayon de courbure dans une 
courbe plane quelconque, étant 



(S + ') 



du* 

comme on a à l'origine, dans le cas qui nous occupe, -^ = o 
et, en un point quelconque. 



d^y m^y« 



du^ ~ /,.. . Af' 
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et, par conséquent, 



L'équation qui doit déterminer h devient alors 



OU 



Avec cette approximation, ce n'est donc plus la hauteur h 
qui varie en raison inverse du rayon du tube, mais bien la 

hauteur h multipliée par le facteur (1 + -r^. 

L'exactitude de cette loi, énoncée pour la première fois 
par M. Hagen, a été vérifiée par M. Ed. Desains. 
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THÉORÈME DE LAPLACE. 

Nous avons démontré dans le chapitre premier que le 
liquide capillaire s'élève entre deux tubes cylindriques à base 
de cercle, concentriques et très-rapprochés l'un de l'autre, 
à la même hauteur que dans un tube cylindrique à base de 
cercle dont le rayon est égal à l'intervalle qui sépare les 
deux tubes. 

Voici une nouvelle démonstration de ce beau théorème. 

Soient r et r' les rayons de l'espace annulaire compris 
entre les deux tubes. 
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Le volume du liquide soulevé sera donné, comme précé- 
demment, par réquation 



= ■ 2 TCM 

drt 



zdu. 



On aura donc, en faisant attention au signe négatif d'un 
des rayons de courbure dans la première partie de l'intervalle 
qui sépare les limites. 



dz 

r Tu r 

= TC fe* I d. r — r ,— = Tz k*\ d, u 



dz 

COS Ô 

du* 

5 étant estimé convenablement. 

Puisque d. u cos 6 est positif de f en r et que u cos s est 
égal à r cos « à la limite supérieure, et à — r' cos c» à la 
limite inférieure, on a 

D'un autre côté la hauteur moyenne h de la colonne annu- 
laire doit satisfaire à l'équation 

on a donc 

h = -; cos Cl). 

r — r 

Dans un tube cylindrique à base de cercle de rayon (r — r^, 
on aurait, 

V =: Tc fc* (r — r') cos <o 

et 

et, par conséquent, 
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H = -j cos co ; 



les hauteurs moyennes h et K sont donc égales. 

Corollaire. Si on suppose r et r' infinis, on a le cas de 
deux lames parallèles et verticales très-rapprochées Tune de 
l'autre, et on est conduit à un théorème connu. 

ScHOLiE. Ces théorèmes ont encore lieu dans le cas où le 
liquide est déprimé. 
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ÉLÉVATION ET DÉPRESSION DES LIQUIDES CONTRE UNE LAME (i). 

Dans ce cas, u pouvant être considéré comme infini, 
l'équation des surfaces capillaires de révolution devient, 

__ k* du* 



' (• + m 



OU, en multipliant par dz 



dz d^z , 

k* du du* 
zdz = 



' (' + ^y 



On a, en intégrant. 



2* , k* 

-s- = const ^ 

2 2 m / d^ 

du* 



V^ + 



(1) Annale» de chimie et de physique, 3° série, t. LI, p. 430. 

i 
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Loin de la lame, od doit avoir simultanément 
Cette double condition exige que 

CODSt = -j-» 

ce qui permet d'écrire l'intégrale générale sous la forme 



\/i + 



du* 



L'expérience ayant fait voir que dans le cas de l'eau et 
d'une lame de verre, l'angle de raccordement est nul, il faut 

en conclure que, dans ce cas, ^ est infini contre la lame. On 

a donc pour l'expression de l'élévation de l'eau contre une 
lame de verre 

h = k. 

Dans le cas d'un liquide quelconque, d'une lame quel- 
conque et d'un angle de raccordement «, on aurait pour 
l'élévation ou la dépression, 

h* = A:* (1 — sin co). 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

DIVERS ÉQUILIBRES ET MOUVEMENTS CAPILLAIRES. 

Nous allons rassembler dans ce chapitre les phénomènes 
capillaires qui nous paraîtront les plus intéressants et en 
même temps les plus propres à montrer toute la portée des 
principes établis dans les deux chapitres précédents. 



I 

ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS LIQUIDES SUPERPOSÉS, DANS UN TUBE 
CAPILLAIRE CYLINDRIQUE A BASE DE CERCLE (1). 

Supposons qu'on ait plongé par son extrémité inférieure 
un tube capillaire cylindrique à base de cercle, dans un 
liquide qui le mouille et de densité // ; et qu'ensuite on ait 
introduit à la partie supérieure du même tube, un deuxième 
liquide capable aussi de le mouiller et de densité p, La sur- 
face capillaire supérieure sera absolument la même que si le 
tube plongeait dans le liquide introduit ; mais aux points de 
contact, les deux liquides auront une surface capillaire com- 
mune différente de la première et différente aussi de celle 
que prendrait dans le tube capillaire le premier liquide s'il 
était seul. 

Nous nous proposons de déterminer la nature de cette 
surface commune, en supposant le tube capillaire assez 

(1) Laplace, Mécanique céleste, 2« supplément au livre X% pp. 26 et suiv. 
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étroit pour qu'on puisse regarder sans erreur sensible les 
deux surfaces capillaires comme des segments de sphère. 

Considérons pour cela un canal infiniment étroit dirigé 
suivant Taxe du tube et recourbé à la partie inférieure de 
manière à aboutir au niveau horizontal du liquide extérieur, 
et estimons positivement les forces moléculaires qui le sol- 
licitent dans le sens de la pesanteur, et négativement celles 
qui le sollicitent en sens contraire. 

A la surface capillaire supérieure, la pression moléculaire 
du li(iuide supérieur sur lui-même agit de haut en bas dans 
le canal infinitésimal et est égale à 

- A — M 

<îN\st-à-dire, en représentant par r le rayon du tube et par » 
Tangle de raccordement de ce liquide, à 

A — C08 0). 

r 

A la surface commune, dont nous représenterons l'angle de 
raccordement par 0, la pression moléculaire du même liquide 
sur lui-même agit de bas en haut et est égale à 



-(a+34*-ÏÏcoso). 



L'action moléculaire du liquide inférieur sur le liquide 
8U|)érieur agit de haut en bas, et est égale à 



Ai —^~ — - cos 6. 

1 j ,. 



L'action du liquide inférieur sur lui-même agît aussi de 
haut en bas, et est égale à 

A' COS 6. 
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L'action du liquide supérieur sur le liquide inférieur agit 
de bas en haut, et est égale à 

- (a, - l^f 5i ces e). 
De sorte que Taction totale de haut en bas est égale à 

A' + TC — i-i- = COS 6 — TC i- COS (ù. 

Si le liquide inférieur était seul dans le tube capillaire, le 
poids du liquide déplacé serait le même que celui qui est 
soulevé dans les circonstances actuelles, ainsi que nous 
l'avons montré dans le premier chapitre, et l'action molécu- 
laire de haut en bas serait égale à, 

A' — -^ COS (cl, 

r 

Ces deux forces sont donc égales, et on a 

c^*lV . p*H 2pp'H --p*H— p'*H' 

^ COS CD' = - — COS (0 ^ — î — 5- ^ COS 6 

r r r 

ou 

p*H COS (0 — p^^H' COS w' 



COS 6 = 



2pp'H. — p«H ~ pf^H' • 



L'angle ô détermine le segment sphérique qui constitue la 
surface capillaire commune aux deux liquides. 
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SUSPENSION DES LIQUIDES DANS LES TUBES CYLINDRIQUES 

A BASE DE CERCLE. 

Lorsqu'on retire avec précaution un tube capillaire du 
liquide qui le mouille et dans lequel il était plongé par son 
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extrémité inférieure, ou qu'on introduit directement ce 
liquide par l'extrémité supérieure, on voit se former à la ' 
partie inférieure du tube une goutte liquide dont la con- 
vexité peut être plus ou moins prononcée. La hauteur et le 
volume de la colonne soulevée croissent avec cette convexité. 

M. Bertrand a fait connaître une expression remarquable 
de la limite supérieure du volume soulevé (1). On peut par- 
venir au résultat indiqué par le savant géomètre de la 
manière suivante. 

Soient, V la limite supérieure du volume soulevé dont il 
s'agit, et V celui qui serait soulevé si le tube plongeait par 
son extrémité inférieure dans le liquide. 

11 est facile de voir qu'en représentant par p le périmètre 
de la section inférieure du tube, on a 

gp\ zn 2a. p. 

D'un autre côté, 

flfpV = (2a — aOp. 

On a donc 

V _ 2a 

V ^ 2a— a'* 

Mais nous avons vu que 

2 a — af = a' COS (0 

et que, par conséquent, 

2 a = a' (1 4- COS wj ; 

on a donc finalement 



V ^ cos (0 



(i) Journal de mathématiques pures et appliquées, t. XHI, p. 205. 
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Le volume soulevé lorsque le tube est suspendu verti- 
calement et que les deux extrémités sont à Fair libre, 
est donc tout au plus égal au volume V multiplié par le 

facteur /l + ). 

\ COS Cl)/ 

ScHOLiE. Il a été démontré par Gauss, Poisson et M. Ber- 
trand, que l'angle de raccordement est constant tout autour 
de la surface capillaire dans un tube cylindrique à section 
quelconque, et qu'il ne dépend que de la nature du tube et de 
celle du liquide. Si on tient compte de cette remarque, la 
démonstration qui précède de particulière devient générale, 
sans qu'il soit besoin d'y rien changer. 
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ASCENSION ET DÉPRESSION DES LIQUIDES DANS LES TUBES CONIQUES (1). 

Nous supposerons le tube assez étroit pour qu'on puisse 
regarder la surface capillaire comme se confondant sensible- 
ment avec un segment de sphère. 

Lorsque la surface capillaire est tangente aux parois du 
tube, r étant le rayon de la section d'affleurement et f le 

demi-angle au sommet du cône, la varia- 
tion de niveau est donnée par l'équation 

^ = — COS 9. 

Lorsque la surface capillaire fait avec 
la paroi du tube un angle a, la variation de niveau est donnée 

(1) Annales de chimie et dephysique, 3« série, t. LI, pp. 407, 433 et suiv. 
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par réquation 

h = — cos (? + w). 

Ces formules peuvent s'appliquer aux lames indéfinies 
dont le plan bissecteur serait vertical ; il suffirait d'y rem- 
placer r par la distance D des deux lames anx points 
d'aflleurement. 

Dans le cas, par exemple, d'un tube conique et d'une sur- 
face capillaire concave tangente aux parois du tube, on a 
de plus, r' étant le rayon de la section du tube qui corres- 
pond au niveau du liquide extérieur, 

et, par conséquent, 

f' k* cos 9 

h — p- = ^^^' 

Cette équation donne 

h* tg (p — f^h -{- k* cos 9 = 

et 

On voit par là que l'équilibre de la colonne soulevée est 
impossible lorsqu'on plonge le tube assez profondément pour 
que l'on ait 



r' < 2 fc ^/sin 9 ; 

le liquide doit alors monter jusqu'au haut du tube. 

Lorsqu'on ne plonge pas le tube aussi profondément, et 
que l'on prend garde que la relation 



r' > 2 A; l/sin 9 
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soit vérifiée, il y a deux positions d'équilibre de la colonne 
liquide également possibles, l'une 

qui correspond à un équilibre stable, l'autre 

qui correspond à un équilibre instable. 
En effet, on a 

Cette équation montre que h" varie dans le môme sens 
que r', tandis que N varie en sens contraire. Il s'ensuit 
que si on déplace un tant soit peu la colonne liquide, soit 
dans un sens, soit dans un autre, en produisant une aspira- 
tion, par exemple, ou une compression, à la partie supérieure 
du tube, A" ne pourra pas revenir à sa position primitive, et 
que le contraire arrivera pour la colonne N. 
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ÉQUILIBRE d'une GOUTTE LIQUIDE DANS UN TUBE CONIQUE. 

Une goutte liquide qui mouille les parois d'un tube conique 
suflBsamment étroit est terminée, comme on sait, par deux 
segments sphériques concaves de rayons différents. Dans ce 
cas, lorsque l'angle de raccordement est nul, les pressions 
moléculaires qui correspondent à chacun des ménisques, sont, 
en prenant pour unité de poids celui de l'unité de volume du 
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liquide et en représentant 


parr 


etr'ks 


ravoBSfks 


seetûMs 


;iijx points (l*aAleurement, 










k* 
A cos ? 


et 


A- 


*• 





Admettons que Ton ait écrit les rajons r et H dans Tordre 
de leurs distances au sommet du c6ne, et que Ton ait cot- 
»équemment 

Il est évident que la pression moléculaire qui correspond 
h l;i s(!etion r est plus petite que celle qni correspond i b 
section 7\ et que la goutte liquide s'avancera vers le sommet 
du tube, tant que la différence des actions moléculaires ne 
Hv.ni pas contre-balancée par Faction de la gravité. 

Lorsque la goutte liquide ne mouille pas le tube, les seg- 
inerds spliéri(|ucs qui la terminent sont convexes; les pres- 
sions rrioléculaircs sont respectivement égales à 



k* 

A •!• ^ C08f 



et 



A + -r cas f ; 



et In goutte li(|uide s'éloigne dans ce cas du sommet da tube, 
jusqn7i ce que Faction des forces qui la sollicitent soit 
<'.ontre-l)alancée par celle de la gravité. 

Supposons maintenant que la goutte liquide après avoir 
éprouvé Tun ou fautre des mouvements dont il vient d'être 

'^ question ait 

atteint sa 

T^y^X ^^Ê^^ positiond'é- 

qnilibre. 
Alors le 
-^-^ petit fflet 

central dont 
la section peut être prise pour unité de surface, est sollicité 




k'^ 
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dans le sens AO par la force moléculaire 



^.cosy(i-.i) (1) 



^t dans le sens OA par la composante de son poids suivant 
«cette direction. En représentant par 2i la longueur de la 
goutte, et par i l'angle d'inclinaison de l'axe du tube sur 
l'horizontale, la valeur de cette composante est 

21 sin f . 

On a donc l'équation 

2/ sin i = k* cos «pi p\. 

En appelant x la distance — ^ — , on a aussi 

r r^ r^ — r 

«t, par conséquent, 

r' — r = 2/ /flf o et rr* =: x*tg* «p 



<5n négligeant / devant 


^; 


on a, par suite. 




2/ 




2/ sin i — fc« cos <p -ït-— 


ou 




. . k* cos* 9 
sin t — — r^ — - 
X* sm 9 


ou encore, 




,fe* cos 9 
sm t = 



o; 



(1) Leçons de physique, par M. Desains, 1. 1, p. 607. 
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en posant 

La première Talear de sin t fait voir que le sinus de Fin- 
dinaison da tube sar rhorizon est à peu près en raison 
inverse du carré de la distance du centre de la goutte liquide 
au sommet du tube lors de Féquilibre. Ce résultat a été 
vérifié par Newton (1). 

La seconde montre que le sinus de Finclinaison est encore 
sensiblement égal à une fraction dont le numérateur est la 
hauteur à laquelle le liquide s*élèverait dans un tube cylin- 
drique de même rayon que la section moyenne de la goutte 
liquide, et dont le dénominateur est égal à la distance du 
centre de la goutte au sommet du tube lors de l'équilibre. 

Tous ces résultats sont applicables, ainsi qu'il a été dit 
plus haut, aux lames formant entre elles un angle très-aigu et 
dont Tintersection commune est horizontale. 



SUSPENSION DES CORPS LÉGERS A Là SURFACE DES LIQUIDES DE 

MOINDRE DENSITÉ. 

Les corps de petites dimensions peuvent flotter à la sur- 
face des liquides qui ne les mouillent pas, alors même que 
la pesanteur spécifique de ces derniers est moindre que celle 
du solide. 

En eflet, il faut et il suffit pour cela, que le poids du corps 



(i) Optique, qaesiion M, 
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soit égal à la poussée du liquide ; en d'autres termes, b étant 
la base de poussée du corps supposé cylindrique, h sa 
hauteur, p sa densité, p' la densité du liquide et h! l'élévation 
de son niveau extérieur au-dessus de la base b ; il suffit que 
l'on ait 

bhgp = bh^g^ 

OU 

hp = h!pK 

Il est seulement essentiel de remarquer, que la mobilité 
du liquide étant un obstacle pour que N diffère considé- 
rablement de A, p ne pourra jamais différer beaucoup de /. 



VI 



ATTRACTION DES CORPS LÉGERS (i). 

Il est facile de se rendre conîpte d'un des phénomènes 
capillaires les plus intéressants, savoir de l'attraction des 
corps légers, à l'aide des principes que nous avons établis. 

Nous considérerons d'abord les corps qui peuvent être 
mouillés par les liquides dans lesquels ils sont plongés. 

Soient AA' et BB' deux lames verticales très-rapprochées 
l'une de l'autre et qui peuvent être rendues mobiles à un 
moment donné. 

Ces lames supportent en chacun de leurs points des pres- 
sions qu'il est aisé d'évaluer. 



{!) Laplace, Mécanique céleste, i^' supplément au livre X«, pp. U et suiv. 






iH~ 



s^ 



Soient P 
la pression 
atmosphéri- 
que estimée 
en colonne 
" d'eau, 
H la hauteur 
de la co- 
loone ntr, et 
k celle de la colonne ns. 

Les pressions supportées par la lame BB* en deux points 
tels que C et D, sont : 
Au point D, 

P + (A — M) + H — A ou P + H — M; 

au point C, 

P + A + A — A ou P + ft. 

Ces deux pressions sont égales, attendu que l'on a 
M = H — A. 

On néglige dans ce calcul l'action réciproque exercée en 
chacun des deux points par la lame sur le liquide et par le 
liquide sur la lame, par la raison que cette action réciproque 
ne peut communiquer à la lame aucune tendance au mou- 
vement. 
Soient, h' la hauteur de la colonne mq et ^ celle de pq. 
Les pressions supportées par la lame AA' en deux points 
tels que et D', sont : 
au point C, 



au point jy, 

P + CA-BO + A»- 
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Ces deux pressions sont inégales et l'excès de la première 
sur la seconde est égal au poids de la colonne %\ 

Les pressions supportées par la lame AA' en deux points 
tels que G" et D", sont : 
au point G", 

P+(A — MO — A ou P — M' ou P — ft'' 

en appelant A", l'élévation du point O au-dessus du niveau 
horizontal du liquide extérieur non soulevé ; 
au point D", 

P + (A — M) + (H — ^ — ^'0 — A ou P — fe^ 

Ces deux pressions sont égales. 

Les pressions supportées par la lame BB' en deux points 
tels que G"' et D"', sont : 
au point G''', 

P; 
au point D"', 

P + (A — M'^) — A ou P — ^'^. 

en représentant par W^ l'élévation du point D'^ au-dessus du 
plan horizontal du niveau du liquide extérieur. 

Ces deux pressions sont inégales et l'excès de la première 
sur la seconde est égal au poids de la colonne liquide W, 

La lame AA' est donc pressée en définitive de dehors en 
dedans sur l'unité de longueur, par une force totale égale au 
poids d'une colonne liquide, qui, / et Z^ étant les distances 
verticales au-dessus du niveau horizontal du liquide exté- 
rieur des lignes de l'affleurement intérieur et de l'affleure- 
ment extérieur, aurait pour base le rectangle 
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<'l pour hiiuUtuTf la demi-somme 



L±Ji 

2 ' 



<!(! pohlH f*Kt (;Kal à 



/•-/î 



iV- 



Li'N deux larii(!H AA' et BB' tendent donc à se npprodier, 
1^1 clli'H nn nipproclieront effectivemeot si on lear donne li 
inohlllli^ (|iri*ll(*H peuvent recevoir. 

CofiHlditrofiM, nn second lieu, les corps plongés dans les 
iNpilili'H (pii nn peuvent pas les mouiller et conservons les 
nohilloriN pnt(u!(lenleH. 

Les pressions sup- 
portées par la lame 
, BB' en deux points tels 
que C et D, sont : 
au point C, 



^ 



0' 



»' 



A'" 




au point D, 

P + M + H. 



ViVti (iniix pri^HKions sont dgales, attendu que Ton a 



M=rA-H. 



L(Vi pn'KNions Hupportdes par la lame AA' en deux points 
lidH (|ii() (y nt 1)', Hunt : 
nu |M)inl (y, 



P + ^; 



au point 1)', 



p. 



— 55 — 

Ces pressions sont inégales, et l'excès de la première sur 
la seconde est égal au poids de la colonne TH. 

La lame AA' est donc pressée de dehors en dedans sur 
l'unité de longueur, par le poids d'une colonne liquide qui 
aurait pour base le rectangle 



i-h. 



et pour hauteur 



2 • 



Ce poids est égal à 



/• — /* 
' ''p^. 



2 

Les deux lames ÂÂ' et BB' tendent donc à se rapprocher. 



VII 

RÉPULSION DES CORPS LÉGERS (1). 

Lorsqu'une des lames est mouillée par le liquide, et que 
l'autre ne l'est pas, il y a généralement répulsion. L'explica- 
tion de ce phénomène exige quelque développement. Nous le 
traiterons cependant le plus brièvement possible. 

L'équation de la surface capillaire de révolution devient 
dans le cas de deux lames parallèles 



(' + %f 



(1) Laplace, Mécanique céleste, 2« supplément au livre X% pp. 39 et suiv. 

5 
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et il est facile de voir que la courbe méridienne a nécessai- 
n^menl dans ce cas un point d'inflexion, lorsque les deux 
laines sont à une distance assez grande Fane de Fautre. Ce 
point est d'ailleurs au niveau du liquide extérieur, attenda 
qu'en un point d'inflexion le rayon de courbure de la sectioo 
méridienne est en K<^néral inflni. 

ijvMi posé, supposons que le liquide soit déprimé près de 
la preuiière lame et soulevé près de la seconde; 

et soient : s Fangle 
aigu de raccorde- 
ment delà première 
lame, 

cJ l'angle de raccor- 
dement de la se- 
conde, 

A la dépression du 
point c au-dessous 
du niveau exté - 
rieur, 

Af celle du point d, 

A' réhivîition du pointe' au-dessus du même niveau, 
a', celle du point W. 
On a 




zdz = 



dz d*z 
k^ du du* ^^ 
2 



('+£)■•■ 



et en intégrant. 



z* , k* 

Y = const — ^ 



V • ^ du* 

Comme on doit avoir au point c 



A« , k* 

Y = const ^ sincû, 
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et au point d 

.y = const — Y sinco^ ; 

il faut que 

V« — X* = fc* (sinw — sinto) 

et que 



du* 



= X' 4- *' sinw— ««. 



En posant 

**Z = X« + A'sinco — 2*, 

la dernière équation devient 



, Zdz 

du = 



V/1 -- z« 
ou 

f étant l'angle variable formé par la tangente à la courbe 
méridienne cd avec la verticale. 

Z, qui est toujours inférieur à l'unité, devient au point 
d'inflexion 

X* -|" fe* sincj 

on a donc : 

X« + h* sinu) ^ A;* et X'« + k* sino/ < fc*. 

Mais il n'est pas possible d'avoir 

X* + k* sinw = A* = V« + *« sinoy, 
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attendu qu'on aurait alors 

*« (1 — Z) = i« 



et partant, 






Or, cette dernière équation donne par l'intégration, 

pour la partie de la courbe méridienne comprise entre la 
première lame et le point d'inflexion ; c'est-à-dire, en rem- 
plaçant la constante par la valeur qu'elle doit avoir pour 
satisfaire à l'égalité 

u = pour « = X : 

Cette valeur de u devenant infinie pour « = o, il faudrait 
donc en conclure que les deux lames sont à une distance 
infinie l'une de l'autre, ce qui est contraire à nos suppositions. 

On a donc nécessairement, ainsi que nous l'avons dit, 

X* + k* sin (0 < A« et V» + &« sin iJ < *«, 

et puisqu'on a 

X; + fc«8in(o = A« et à;« + &8 sin (.y = &« , 

ainsi qu'il a été démontré à la fin du chapitre précédent, 
on a aussi : 

>^ < >^» et v< x/. 

La variation de niveau est donc moins forte aux points c et c', 
qu'aux points d et d!. 



— re- 
cela posé, il résulte de l'examen qui a été fait dans l'articie 
précédent, que la lame AA' est pressée de dedans en dehors 
sur l'unité de longueur, par une colonne liquide dont le poids 
est égal à 

Xî — V 
— 2— p^, 

en même temps que la lame BB' est pressée de la même 
manière, du dedans au dehors, par le poids liquide 

-^2— p^. 
Ces deux pressions sont égales, puisque l'on a 

V« — V = A:*(smco — sina;) = V; — XJ. 

Si fi) = J, le point d'inflexion se trouve à égale distance 
des deux lames et subsiste toujours, quel que soit le degré 
de rapprochement des parois en regard. Dans ce cas, il y a 
toujours répulsion des deux lames. 

Si on a û) > J : d'une part, il est nécessaire que le point 
d'inflexion soit, dans ce cas, plus rapproché de la première 
lame que de la seconde, attendu que, l'angle y obtenant les 
mêmes valeurs de part et d'autre du point d'inflexion pour 
les mêmes valeurs absolues de z, il s'ensuit que les difl^é- 
rentielles du sont égales deux à deux de part et d'autre de ce 
point et qu'on a 



I rftf < I du; 



d'autre part, il est facile de voir que le point d'inflexion doit 
finir par se confondre avec la paroi de la première lame, si 
on rapproche indéfiniment les deux lames en regard. 
En effet, on a tout à la fois 

V* — X« = fc* (sinw — sino)') 
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et 

du = tg^ dz; 

la première équation exige que l'on ait constamment 

V« > Jk« (sinw — sincoO , 

tandis que la seconde, intégrée depuis la première lame 
jusqu'au point d'inflexion, demande que a' soit du même ordre 
de grandeur que la distance des lames. 

Il est évident que ces deux conditions, qui subsistent tant 
qu'il y a point d'inflexion, ne peuvent coexister quand on rap- 
proche indéfiniment les deux lames, puisque ?! devrait être 
à la fois une quantité finie et une quantité infinitésimale. 

Lorsque le point d'inflexion coïncide avec la lame AA', 
X est égal à zéro. 

A partir de ce moment, la courbe capillaire méridienne 
demeure concave dans toute son étendue, et x qui croît à 
mesure qu'on diminue la distance des lames ne caractérise 
plus une dépression du liquide, mais bien une ascension. 

La lame AA' est alors soumise à deux forces contraires^ 
l'une qui agit du dehors au dedans et qui est égale sur l'unité 
de longueur au poids liquide 

x« 

l'autre qui sollicite du dedans au dehors et qui est égale au 
poids liquide 

x? 

Tant que la résultante de ces deux forces, 

x; -\ 
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est positive, c'est-à-dire, tant que l'on a 

il y a répulsion des deux lames. 
Mais lorsqu'on aura 

et partant 

la répulsion se changera en attraction, et cela pour les deux 
plans à la fois (1). 



VIII 

THÉORÈME DE M. BERTRAND (2). 

M. Bertrand a fait connaître il y a quelques années un fort 
beau théorème par lequel nous allons terminer cette revue 
des principaux phénomènes capillaires. 

Supposons qu'une goutte de mercure repose sur une lame 
horizontale de verre, et que, par le moyen d'un canal recourbé 
terminé à un petit orifice pratiqué dans la lame au centre 
même de la base de support, elle communique avec un vase 
assez large pour que la surface du niveau du liquide y soit 
horizontale. 



(1) On peut consulter sur ce sujet, la Nouvelle théorie de Vaction capil- 
laire, par Poisson, n® 96-100 ; Mécanique céleste translatée! with a commcntary 
by BowDiTCH, V. 4, pp. 929 et suiv. ; Fisica de' corpiponderabili del cavalière 
AvoGADRO, t. II, pp. 224 et suiv. 

(2) Journal de mathématiques pures et appliquées, l'^ série, t. XIII, 
p. 207. 
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Soient, V le volume de la goutte, 
b la surface de la base de support, 
L le contour de cette base, 

t rangle formé avec le plan horizontal par le plan tangent à 
la surface de la goutte tout le long du contour L. 

Si on prend le plan de la lame pour le plan coordonné 
des xy et qu'on compte les z dans le sens de la pesanteur, 
on a pour l'équation de la surface de la goutte mercurielle, 






h étant l'élévation de la surface horizontale du liquide du 
vase au-dessus du plan de la lame de verre. 

Multipliant par dx dy, intégrant sur toute l'étendue de la 
surface libre de la goutte de la même manière que dans la 
détermination des volumes, et remarquant que le pro- 
duit h dx dy est nul sur toute l'étendue de l'anneau horizon- 
tal compris entre le contour L et celui de la projection de 
la surface, on obtient 



hh 



-^ = tJJ(i + w)'^''^- 



Nous avons déjà vu que l'on peut considérer l'intégrale 



If (ï + S'h*' 



comme la différence de deux sommes : celle des composantes 

du 
verticales des pressions — s'exerçant normalement sur toute 

l'étendue de la surface libre de la goutte, et celle des compo- 
; santés verticales des pressions — s'exerçant aussi normale- 

jr 

'^■- ment, mais en sens contraire des premières, sur toute l'éten- 
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due de la surface parallèle à la surface libre dont la distance 

constante à cette dernière est infiniment petite et égale à e. 

Cette intégrale est donc égale à la différence des produits 

•de -, d'une part par la projection horizontale de la portion 

de la surface libre renfermée dans le cylindre vertical qui a b 
pour base ; de l'autre, par la projection horizontale de la 
portion de la surface parallèle renfermée dans le cylindre 
vertical qui passe par le contour terminateur de cette surface. 
En d'autres termes, l'intégrale dont il s'agit est égal au produit 

de - par la projection horizontale de la surface formée par 

•ceux des segments e normaux à la surface libre, qui sont 
situés tout le long du contour L. 
On a par conséquent 



&A — y = — Y Lsini 



-et, par suite. 



\ =z bh + -^ L sin i. 
' 2 



Cette relation remarquable fournit un moyen nouveau de 
soumettre la théorie de la capillarité à la sanction de l'expé- 
rience. 



FIN. 



